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В работе для моделирования движения сыпучей среды используется метод сгла-
женных частиц. Для аппроксимации искомых функций предложено новое состав-
ное ядро малой связности. Основой для разработки ядра послужило требование
к условию о сохранении плотности единичной SPH-частицы. Выполнение данного
условия позволяет правильно моделировать поле плотности на границах расчет-
ной области, а также в случаях структурных изменений каркаса гранулирован-
ных частиц сыпучей среды. Из анализа решения задачи гидростатики методом
SPH получена оценка значения масштаба сглаживающей длины ядра для двумер-
ного случая. Выполнен расчет процесса обрушения гранулированного “столба” и
проведено сравнение полученных численных результатов моделирования с экспе-
риментальными данными.
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Введение

В научной литературе по проблематике метода сглаженных частиц (SPH) [1–6] не на-
блюдается устоявшейся терминологии при описании функций ядер сглаживания. По-
этому в настоящей работе при описании SPH-метода предлагается использовать следу-
ющую систему терминов. Пусть радиусом сглаживания ядра называется величина 𝐻,
определяемая как расстояние от центра сглаживаемой частицы до границы, за которой
функция ядра 𝑊 (𝑟,𝐻) принимает нулевое значение (рис. 1), т. е.

𝑊 =

{︂
𝑊𝑝(𝑟,𝐻), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝐻,
0, 𝑟 > 𝐻,

где 𝑟 — расстояние между парой частиц; 𝑊𝑝(𝑟,𝐻) — порождающая функция ядра.
Радиус сглаживания ядра 𝐻 традиционно [1–3] выражается через характерный мас-

штаб частицы ℎ, называемый сглаживающей длиной ядра: 𝐻 = 𝑅ℎ. Сглаживающая
длина ядра ℎ определяется через номинальный физический диаметр 𝑑 частиц среды,
находящихся в нейтральном, плотно упакованном состоянии, а именно ℎ = 𝑘𝑑, где 𝑘 —
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𝑊 (𝑟,𝐻)

ℎ = 𝑘𝑑
𝐻 = 𝑅ℎ

𝑑 𝐻

𝑟

Рис. 1. Функция ядра 𝑊 (𝑟,𝐻)
Fig. 1. The kernel function 𝑊 (𝑟,𝐻)

безразмерный масштаб длины сглаживания относительно диаметра частицы. В расче-
тах удобно использовать безразмерное расстояние между частицами 𝑞 = 𝑟/ℎ, 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑅,
и 𝑅 = 𝐻/ℎ — безразмерный радиус сглаживания ядра. Таким образом, функция ядра
приобретает вид

𝑊𝑏 =

{︂
𝑊𝑝𝑏(𝑞, 𝑅), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,
0, 𝑞 > 𝑅,

где 𝑊𝑏𝑝(𝑞, 𝑅) — порождающая функция ядра, получаемая из функции 𝑊𝑝(𝑞, 𝑅) после
выполнения подстановки 𝑟 = 𝑞ℎ. Здесь и далее, где это не будет вызывать неоднознач-
ности, для определения функции ядра индекс 𝑏 будет опускаться.

Часто величину ℎ некорректно называют радиусом сглаживания ядра [2, 3], что
допустимо лишь в случаях, когда безразмерный радиус сглаживания ядра 𝑅 равен
единице. Проводя аналогию с регулярными сеточными методами, величину ℎ можно
соотнести с шагом сетки, тогда параметр 𝑅 эквивалентен размеру сеточного шаблона
в масштабе ℎ. Соответственно, чем больше 𝑅, тем выше может быть степень аппрок-
симации получаемого дискретного аналога [1]. Безразмерный масштаб сглаживающей
длины 𝑘 связан с размерностью задачи и зависит от формы функции ядра 𝑊 (𝑞, 𝑅) [2].

Традиционно при решении задач механики сплошной среды SPH-методом [1–3] ис-
пользуются ядра с безразмерным радиусом сглаживания 𝑅 больше единицы. Популяр-
ны ядра с 𝑅 = 2, например суперядро Гаусса [1], би-сплайн Монагана [2], ядро Лю с
коллегами [3], ядро Дисбрана [4]. Для получения большей гладкости решения исполь-
зуются также ядра со значением 𝑅 больше двух, например усеченное ядро Гаусса [5]
или ядро Морриса [6].

Ядра с большим радиусом сглаживания 𝑅 обладают рядом достоинств: обеспечи-
вают порядок точности аппроксимации искомых функций не ниже второго [1], дают
меньшую чувствительность к численной неустойчивости, возникающей при расчетах
функций давления [2]. Однако наряду с достоинствами большой безразмерный радиус
сглаживания 𝑅 при ядре имеет недостатки [1–6], особенно важные при моделировании
гранулированных сред. Недостатки связаны с ошибками аппроксимации плотности, ко-
торые возникают:
1) на свободной поверхности сыпучей среды, что приводит к нефизичной подвижнос-

ти частиц;
2) границах скольжения, при движении по ним тонких слоев частиц (двух–четырех

частиц), что вызывает эффекты нефизического отталкивания потока частиц от
границ скольжения;

3) при движении сыпучей среды, приводящем к структурным изменениям ее карка-
са, что искажает работу реологических моделей среды.
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Отдельно стоит отметить тот факт, что чем больше безразмерный радиус сглажива-
ния 𝑅 при ядре, тем более трудоемкими становятся вычисления [1, 2] при решении
конкретной задачи.

Первые два из вышеозначенных недостатков ядер с большим 𝑅 преодолеваются вве-
дением дополнительных компенсирующих алгоритмов при вычислении плотности на
границах расчетной области, например фильтров Шепарда [1]. Все указанные ошибки
переходят в разряд некомпенсируемых при моделировании гранулированных сред, по-
скольку ядра с большим 𝑅 не позволяют корректно описать движение самостоятельных
гранул среды без введения дополнительных поправок в реологическую модель.

Известны попытки реализации в SPH компактных ядер с 𝑅 = 1 и 𝑘 = 1, например
ядра Люси [7] или ядра Мюллера с коллегами [8]. Такие компактные ядра позволяют
при расчетах полностью устранить ошибки вычисления плотности, связанные с непра-
вильной аппроксимацией функции на границах области. Однако ядра Люси и Мюллера,
удовлетворяя условию сохранения массы∫︁

𝑉

𝑊𝑑𝑉 = 1, (1)

нарушают условие сохранения плотности для единичной частицы

𝑚𝑊 = 𝜌0, (2)

где 𝑚 — масса частицы; 𝜌0 — номинальная плотность частицы.
Так, для ядер Люси и Мюллера характерна избыточная плотность в случае единич-

ной частицы 𝑚𝑊 (𝑞 = 0) > 𝜌0 и требуется увеличение масштаба длины сглаживания
𝑘 для ее сохранения. Отметим, что при 𝑘 > 1 происходит нарушение поля плотности
на свободной поверхности, характерное для ядер с большим безразмерным радиусом
сглаживания (𝑅 > 1).

В данной работе предлагается новое составное ядро малой связности, которое удов-
летворяет условию сохранения как массы (1), так и плотности единичной SPH-части-
цы (2). Как показывают анализ и проведенные численные исследования, предлагаемое
ядро хорошо подходит для моделирования движения гранулированных частиц, посколь-
ку позволяет правильно моделировать поле плотности, в том числе и на границах рас-
четной области, а также в случаях структурных изменений каркаса гранулированных
частиц.

1. Математическая постановка задачи

Рассмотрим плоское движение гранулированной тяжелой сыпучей среды. Расчетная
область Ω с границами Γ = Γ1

⋃︀
Γ2 в начальный момент времени представлена на рис. 2.

Движение сыпучей среды рассматривается в рамках модели плоской деформации [9] и
описывается следующими уравнениями:

— сохранения массы

O𝛼 (𝜌𝑢𝛼) = 0, (3)

— движения

𝜌
𝑑𝑢𝛼

𝑑𝑡
= −𝛿𝛼𝛽O𝛽𝑃 + 𝜌𝑔𝛼, 𝛼, 𝛽 = 1, 2. (4)
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Рис. 2. Схема расчетной области задачи
Fig. 2. The area for the computational scheme

Здесь 𝜌 — мгновенная плотность гранулированной среды; 𝑢𝛼 — скорость среды; O𝛼 —
оператор Гамильтона; 𝑃 — давление; 𝑔𝛼 = (0, 𝑔) — проекции вектора ускорения сво-
бодного падения на координатные оси; 𝛿𝛼𝛽 — единичный тензор; 𝛼 и 𝛽 — индексы
соответственно горизонтальной и вертикальной координатных осей.

При решении задачи используется следующая гипотеза о связи между функцией
давления 𝑃 и мгновенной плотностью среды 𝜌:

𝑃 = max
(︀
0, 𝜌0𝑐

2
𝑠/𝛾 [(𝜌/𝜌0)

𝛾 − 1]
)︀
, (5)

где 𝑐𝑠 — характерная скорость распространения упругой волны в моделируемой среде;
𝛾 — показатель адиабаты.

Уравнения (3)–(5) замыкаются начальным

𝑢𝛼(x, 0) = 0, x ∈ Ω (6)

и граничными условиями
𝑢𝛼(x, 𝑡) = 0, x ∈ Γ1, (7)

𝑃 (x, 𝑡) = 0, x ∈ Γ2, (8)

где x = (𝑥𝛼) = (𝑥, 𝑦) — координаты материальной точки.

2. Дискретизация задачи методом SPH

Выполним дискретизацию задачи (3)–(8) методом SPH. Будем, считать, что сыпучий
материал определяется совокупностью 𝑁 частиц. При аппроксимации плотности 𝜌𝑖 и
скорости 𝑢𝛼

𝑖 для каждой 𝑖-й частицы были использованы следующие SPH-аппроксима-
ции [1, 2]:

𝐴𝑖 =
∑︁
𝑗

𝐴𝑗𝑆𝑗𝑊𝑖𝑗, O𝛼𝐴𝑖 =
∑︁
𝑗

(𝐴𝑗 − 𝐴𝑖)𝑆𝑗O𝛼𝑊𝑖𝑗, (9)

где 𝐴𝑖 и O𝛼𝐴𝑖 — соответственно аппроксимируемая функция и ее градиент; 𝑊𝑖𝑗 =
𝑊 (𝑞, 𝑅) — значение функции ядра, определяемое через безразмерное расстояние 𝑞 меж-
ду парой частиц 𝑖 и 𝑗; 𝑆𝑗 — двумерный “объем” — площадь частицы 𝑗, 𝑆𝑗 = 𝑚𝑗/(𝜌𝑗𝑑0)
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(𝑑0 — толщина слоя гранулированной среды по неучитываемой координате трехмерного

пространства); O𝛼𝑊𝑖𝑗 =
𝑑𝑊

𝑑𝑟

𝑥𝛼
𝑖 − 𝑥𝛼

𝑗

𝑟𝑖𝑗
— градиент ядра в направлениях координатных

осей для пары частиц 𝑖 и 𝑗.
С учетом (9) дискретный аналог уравнений (3)–(5) примет вид

𝜌𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑚𝑗

𝑑0
𝑊𝑖𝑗, (10)

𝑑𝑢𝛼
𝑖

𝑑𝑡
= −

∑︁
𝑗

𝑚𝑗

𝑑0𝜌𝑗
(𝑃𝑖 + 𝑃𝑗 + 𝐶𝑖𝑗)O𝛼𝑊𝑖𝑗 + 𝑔𝛼, (11)

𝑃𝑖 = max
(︀
0, 𝜌0𝑐

2
𝑠 [(𝜌𝑖/𝜌0)

𝛾 − 1]
)︀
, (12)

𝐶𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ − 𝜇ℎ𝑐𝑠
0.5(𝜌𝑖 + 𝜌𝑗)

(𝑢𝛼
𝑖 − 𝑢𝛼

𝑗 )(𝑥𝛼
𝑖 − 𝑥𝛼

𝑗 )

𝑟2𝑖𝑗 + 𝜀𝑒𝑟𝑟ℎ2
, (𝑢𝛼

𝑖 − 𝑢𝛼
𝑗 )(𝑥𝛼

𝑖 − 𝑥𝛼
𝑗 ) < 0,

0, (𝑢𝛼
𝑖 − 𝑢𝛼

𝑗 )(𝑥𝛼
𝑖 − 𝑥𝛼

𝑗 ) > 0,

где 𝐶𝑖𝑗 — искусственная диссипация по Моногану [2], 𝜇 = 0.01, 𝜀𝑒𝑟𝑟 = 0.01. Движение
частиц сыпучей среды дополняется уравнением

𝑑𝑥𝛼
𝑖

𝑑𝑡
= 𝑢𝛼

𝑖 . (13)

Для решения задачи (10)–(13) выбрана схема Верле [8], устойчивость которой обес-
печивалась выполнением условия Куранта –Фридрихса –Леви

∆𝑡 = 𝐶𝑢 min
𝑗

(︂
𝑑

𝑐𝑠 + max |𝑢𝛼
𝑗 |

)︂
,

где 𝐶𝑢 = 0.2 — коэффициент Куранта.

3. Составное ядро

В настоящей работе для аппроксимации искомых полей задачи (полей скорости и плот-
ности) предложено новое составное ядро. Ядро имеет единичный безразмерный радиус
сглаживания 𝑅 = 1. Функция ядра 𝑊𝐷 определяется формулой

𝑊𝐷 =
1

ℎ𝐷

{︂
(1 − 𝑞2)2(1 − 𝐴𝐷𝑞

2), 0 ≤ 𝑞 ≤ 1,
0, 𝑞 > 1.

(14)

Производная 𝑑𝑊𝐷/𝑑𝑟 для составного ядра определяется формулой

𝑑𝑊𝐷

𝑑𝑟
=

−9𝐵𝐷

4ℎ𝐷+1

⎧⎨⎩
𝑑2

ℎ2
+

(︂
4

3
− 2𝑑

ℎ

)︂
𝑞, 0 ≤ 𝑞 ≤ 1,

0, 𝑞 > 1.
(15)

Здесь𝐷 — показатель размерности задачи (1, 2 или 3); 𝐴𝐷 и𝐵𝐷 — коэффициенты ядра и

его производной для задач с различной размерностью,𝐴𝐷 =

(︂
7

16
, 4 − 12

𝜋
, 3

(︂
1 − 105

32𝜋

)︂)︂
,

𝐵𝐷 =

(︂
2

3
,

10

7𝜋
,

1

𝜋

)︂
. Отметим, что для предлагаемого ядра выполняются условия (1)

и (2), что позволяет правильно восстанавливать поля плотности и давления на грани-
цах расчетной области и в случаях структурных изменений каркаса гранулированной
среды.
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4. Калибровка составного ядра по градиенту давления

Для калибровки составного ядра по градиенту давления в состоянии плотной упаковки,
когда расстояние между всеми частицами равно 𝑟 = 𝑑, с учетом ℎ = 𝑘𝑑 и 𝑞 = 1/𝑘
перепишем формулу (15) в более удобном для дальнейших выкладок виде:

𝑑𝑊

𝑑𝑟
= − 1

ℎ2𝑑

{︂
𝑤(𝑘), 𝑞 ≤ 1,
0, 𝑞 > 1,

(16)

где 𝑤(𝑘) =
9𝐵𝐷

4𝑘

(︂
1

𝑘2
− 2

𝑘
+

4

3

)︂
.

Выполним анализ влияния функции 𝑤(𝑘) на точность определения градиента дав-
ления в плотно упакованной гранулированной среде для двумерного случая. Из задачи
гидростатики (рис. 3) в случае неподвижной среды получим формулу для давления и
градиента давления в слое:

𝑃 = 𝜌0𝑔𝑦,
𝑑𝑃

𝑑𝑦
= 𝜌0𝑔. (17)

Здесь 𝑦 — вертикальная координата, направленная вниз от уровня свободной поверхнос-
ти среды.

Для предлагаемого составного ядра при плотной упаковке частиц (рис. 3) выпол-
няются условия 𝑅 = 1, 𝐻 = ℎ и ℎ = 𝑘𝑑. Аналитическое давление на уровне 𝑛-го слоя
частиц выражается как

𝑃𝑛 = 𝜌0𝑔𝐿𝑛, (18)

где 𝐿 = 𝑑
√

3/2 — расстояние между слоями плотно упакованных частиц по вертикали.
Пусть центральная 𝑖-я частица в рассматриваемой плотной упаковке находится на

уровне 𝑛, тогда окружающие ее 𝑗-е частицы находятся на уровнях 𝑛 − 1, 𝑛 и 𝑛 + 1.
Для получения проекций сил на горизонтальную и вертикальную оси необходимо учи-

тывать, что шесть векторов
x𝛼
𝑖 − x𝛼

𝑗

r𝑖𝑗
между центральной 𝑖-й частицей и окружающими

ее 𝑗-ми частицами имеют следующие компоненты:

x𝛼
𝑖 − x𝛼

𝑗

r𝑖𝑗
=

{︃(︃
−1

2
,

√
3

2

)︃
;

(︃
1

2
,

√
3

2

)︃
; (−1, 0) ; (1, 0) ;

(︃
−1

2
,−

√
3

2

)︃
;

(︃
1

2
,−

√
3

2

)︃}︃
. (19)

𝑦

𝑃𝑛=𝜌𝑜𝑔𝐿𝑛
𝐿

𝐿

𝑛−1

𝑛

𝑛+1

𝐿=𝑑
√
3/2

𝑖

𝑗=1 𝑗=2

𝑗=3 𝑗=4

𝑗=5 𝑗=6

Рис. 3. Схема плотной упаковки частиц в двумерном случае при решении задачи гидростатики
Fig. 3. Scheme of dense packing of particles in the two-dimensional case when solving the problem
of hydrostatics
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Учитывая двумерность задачи 𝑆 = ℎ2 ≈ 𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑑0
, из формул (4) и (5) получим

𝑑𝑃𝑖

𝑑𝑥𝛼
=
∑︁
𝑗

𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑑0
(𝑃𝑖 + 𝑃𝑗)O𝛼𝑊𝑖𝑗 = −𝑆

𝑤(𝑘)

ℎ2𝑑
𝜌0𝑔𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝑛 + 𝑛− 1)

(︃
−1

2
,

√
3

2

)︃
+

+(𝑛 + 𝑛− 1)

(︃
1

2
,

√
3

2

)︃
+

+(𝑛 + 𝑛 + 1)

(︃
−1

2
,−

√
3

2

)︃
+

+(𝑛 + 𝑛 + 1)

(︃
1

2
,−

√
3

2

)︃

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
или

𝑑𝑃𝑖

𝑑𝑥𝛼
= −𝑆𝑤(𝑘)

ℎ2
𝜌0𝑔

√
3

2

[︂
(𝑛 + 𝑛− 1)

(︀
0,
√

3
)︀

+

+(𝑛 + 𝑛 + 1)
(︀
0,−

√
3
)︀ ]︂ = 3𝑤(𝑘)𝜌0𝑔(0, 1).

Окончательно запишем

𝑑𝑃𝑖

𝑑𝑥𝛼
= (1 + ∆)(0, 1)𝜌0𝑔, ∆ = 3𝑤(𝑘) − 1. (20)

При 𝑘 = 1 из формулы (20) следует 𝑑𝑃/𝑑𝑦 = 1.023𝜌0𝑔, т. е. ошибка аппроксимации
градиента давления составляет около 2% (∆ = 0.023).

Проанализируем характер изменения функции ошибки ∆(𝑘) при изменении плот-
ности 𝑛-го слоя гранулированной среды под давлением вышерасположенных слоев. Ис-
пользуя уравнение состояния (12) и гидростатический закон (18), получим выражение
для определения плотности в 𝑛-м слое:

𝜌𝑛 = 𝜌0

(︂
1 +

𝛾𝑃𝑛

𝜌0𝑐2𝑠

)︂1/𝛾

= 𝜌0

(︃
1 + 𝛾

𝑔𝑑

𝑐2𝑠

√
3

2
𝑛

)︃1/𝛾

= 𝜌0 (1 + 𝛾𝛼𝑝𝑛)1/𝛾 ,

где 𝛼𝑝 =
𝑔𝑑

𝑐2𝑠

√
3

2
— малый параметр, позволяющий выполнить по нему линеаризацию

выражения для плотности в 𝑛-м слое:

𝜌𝑛 ≈ 𝜌0 (1 + 𝛼𝑝𝑛) . (21)

Из выражения (21) следует, что при малых значениях 𝛼 влиянием толщины столба
гранулированного материала на решение задачи можно пренебречь.

В расчетах сыпучих материалов и несжимаемых жидкостей сглаживающая длина
ядра ℎ не изменяется, однако площадь частицы в силу (21) будет зависеть от глубины
залегания слоя с номером 𝑛:

𝑆𝑛 =
𝑚

𝑑0𝜌𝑛
≈ 𝑚

𝑑0𝜌0
(1 − 𝛼𝑝𝑛) = ℎ2(1 − 𝛼𝑝𝑛), ℎ =

√︂
𝑚

𝑑0𝜌0
. (22)
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С учетом (21) и (22) градиент давления в плотной упаковке частиц гранулированной
среды примет вид

O𝛼𝑃 = −(1 − 𝛼𝑝𝑛)
𝑤(𝑘)

𝑑
𝜌0𝑔𝐿

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(1 − 𝛼𝑝𝑛)(𝑛 + 𝑛− 1)

(︃
−1

2
,

√
3

2

)︃
+

+(1 − 𝛼𝑝𝑛)(𝑛 + 𝑛− 1)

(︃
1

2
,

√
3

2

)︃
+

+(1 − 𝛼𝑝𝑛)(𝑛 + 𝑛 + 1)

(︃
−1

2
,−

√
3

2

)︃
+

+(1 − 𝛼𝑝𝑛)(𝑛 + 𝑛 + 1)

(︃
1

2
,−

√
3

2

)︃

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (23)

Выполняя повторную линеаризацию полученного выражения по малому параметру 𝛼,
получим

O𝛼𝑃 ≈ (1 − 4𝛼𝑝𝑛)3𝑤(𝑘)𝜌0𝑔(0, 1). (24)

Из уравнения гидростатики 𝑑𝑃/𝑑𝑦 = 𝜌𝑔 и тождеств (21), (24) следует

(1 − 4𝛼𝑝𝑛)3𝑤(𝑘)𝜌0𝑔 = (1 + 𝛼𝑝𝑛)𝜌0𝑔.

По аналогии с несжимаемой моделью введем невязку ядра ∆𝑛, теперь уже завися-
щую от количества слоев частиц 𝑛 в расчетной области:

∆𝑛 = 3𝑤(𝑘)
1 − 4𝛼𝑝𝑛

1 + 𝛼𝑝𝑛
− 1.

Из условия ∆𝑛 = 0 можно получить аналитическую зависимость

𝑐𝑠 =

√︃
12𝑤(𝑘) + 1

3𝑤(𝑘) − 1

√
𝑦𝑛𝑔, 𝑦𝑛 =

√
3

2
𝑑𝑛, (25)

связывающую между собой высоту расчетной области 𝑦𝑛, выраженную через количест-
во слоев среды 𝑛, и скорость распространения упругой волны в среде 𝑐𝑠. Формула (25)
уточняет оценку Моногана [9] и справедлива для произвольных односвязных ядер.

5. Численные исследования

Верификация модели движения гранулированной сыпучей среды, описываемой урав-
нениями (10)–(13) в SPH-реализации, проводилась на модельной задаче об обрушении
гранулированной колонны (рис. 4). Для анализа результатов вычислений использова-
лись оригинальные эксперименты по обрушению колонны, составленной из стеклян-
ных шариков с диаметром 𝑑 = 0.016 м. В расчетах принимались следующие физико-
механические и геометрические параметры: 𝜌0 = 2600 кг/м3 — плотность стекла, 𝑐𝑠 =
60 м/c — скорость распространения упругой волны в моделируемой среде (𝛾 = 1),
𝑎 = 0.16 м и 𝑏 = 0.138 м — соответственно ширина и высота колонны, сложенной из
стеклянных шариков. На рис. 4 приведен один из экспериментов: показаны результаты
обрушения колонны из состояния начальной укладки шариков (рис. 4, а) до состояния
покоя после удаления стенки и их рассыпания (рис. 4, б ).
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а б

Рис. 4. Вид гранулированной колонны из стеклянных шариков в состоянии начальной уклад-
ки (а) и после обрушения в состоянии покоя (б ). Контрастной жирной линией неподвижные
шарики основания отделены от тела колоны
Fig. 4. The granulated column of glass balls view in the initial state of laying (а) and at rest after
the collapse (б )

а б

Рис. 5. Вид гранулированной колонны в состоянии начальной укладки SPH-частиц (а) и после
обрушения в состоянии покоя (б ). Цветовая гамма частиц отражает поле давления
Fig. 5. View of a granular column in the state of initial packing of SPH particles (а) and in a state
of rest after collapse (б )

Результаты расчетов SPH-методом для начальной укладки частиц, аналогичной фи-
зическому эксперименту, приведены на рис. 5. Здесь помимо непосредстенного располо-
жения частиц визуализовано получаемое при расчете поле давлений в состояниях перед
открытием перегородки (рис. 5, а) и после обрушения частиц (рис. 5, б ). Несмотря на
достаточно грубую аппроксимацию в “классическом” смысле — всего десять частиц в
каждом из одиннадцати слоев, полученное поле давлений согласуется с теоретичес-
ким гидростатическим давлением и имеет максимальную относительную погрешность
в 22% в угловых зонах и около 5% на вертикальной оси симметрии колоны. Аномалии в
угловых зонах вызваны различием в виде граничных условий на боковых границах, где
используются подвижные зеркальные фиктивные частицы, и дне лотка, где применя-
лись неподвижные регулярно расположенные на расстоянии 𝑑 частицы, имитирующие
дно лотка. При этом для донных частиц выполнялась линейная аппроксимация давле-
ния из расчетной области.

Из сравнения полученных численных и экспериментальных данных можно сделать
вывод об их хорошем согласовании, т. е. использование предложенного составного ядра
при моделировании гранулированных сред является обоснованным.
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Некоторое расхождение результатов, возможно, связано с несовпадением размерно-
сти и формы гранул: реальные сферические частицы в численном эксперименте пред-
ставлялись цилиндрами, проекции которых на фронтальную плоскость образовывали
двумерные SPH-частицы.

Заключение

Предложено новое компактное составное ядро, позволяющее выполнять корректное мо-
делирование движения гранулированной среды методом сглаженных частиц. Составное
ядро удовлетворяет условиям сохранения массы и плотности отдельной частицы. Еди-
ничные безразмерные радиус сглаживания и масштаб длины сглаживания ядра поз-
воляют правильно восстанавливать поле плотности на границах расчетной области, а
также в случаях структурных изменений каркаса гранулированной среды. Выполнена
оценка ошибки ядра при аппроксимации градиента давления без и с учетом сжатия
частиц слоя вышележащими частицами. Проведено численное моделирование процесса
обрушения гранулированной колонны, показавшее согласование численных и экспери-
ментальных данных.
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Abstract

The purpose of the study is to improve the practice of the SPH methodology which is applied for
modelling of movement in the various media. The basis of the SPH-approximation of the function
fields is formed by the forms of the smoothing kernel and its derivatives. Popular forms of smoothing
kernels are characterized by the presence of significant fatal approximation errors when modelling
granular media.

Methodology. The state of granular medium is described by the classical motion and mass
conservation equations. Each granule of the medium corresponds to a separate SPH particle. To
approximate the density and pressure fields in the SPH particle, a new combination of the smoothing
core and its first derivative forms is proposed.

Results. The proposed new composite core fulfills the conditions of mass conservation and
density recovery in the particle during SPH modeling. It is shown that the new composite core is
characterized by a minimum error of pressure gradient approximation — about 2%. A new estimate
for the velocity of propagation of an elastic wave in a medium, sufficient to obtain a correct numerical
solution, is proposed. A comparative analysis of the obtained solutions with experimental data is
made.

Findings. The proposed composite shape of the smoothing kernel allows correct simulation of
the motion of a granular medium by the SPH method. Its compactness (unit smoothing radius and
unit smoothing length) makes it possible to correctly reconstruct the density field at the boundaries
of the computational domain and in cases of structural changes in the framework of the granular
medium. The numerical solution of the problem of the collapse of a column of granules obtained
using the proposed composite core shows good agreement with experimental data.
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material.
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